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Аннотация 

В данной научной статье проводится фундаментальный, расширенный и 

детальный анализ методологии построения математических моделей 

турбулентных потоков несжимаемой и сжимаемой жидкости в каналах и каналах 

со сложной пространственной геометрией. Автор осуществляет глубокую 

теоретическую декомпозицию структуры гидродинамических уравнений Навье-

Стокса, исследуя нелинейные эффекты, каскадные процессы переноса энергии и 

пространственно-временную эволюцию вихревых структур. Актуальность 

исследования продиктована существующим технологическим и вычислительным 

разрывом между классическими статистическими подходами к моделированию 

турбулентности и потребностями современных высокотехнологичных отраслей, 

таких как авиастроение, энергомашиностроение и микрофлюидика. В рамках 

статьи подробно рассматриваются математические модели движения и 

взаимодействия в гильбертовых пространствах соболевского типа, а также 

доказывается эффективность использования адаптивных сеточных методов и 

тензорных моделей напряжений Рейнольдса для описания отрывных течений. 

Особое место в исследовании занимает анализ феномена диссипации энергии и 

нелинейного резонансного взаимодействия мод, которые накладывают 

фундаментальные ограничения на устойчивость вычислительных алгоритмов. 

Практическая значимость полученных результатов заключается в возможности их 

прямой интеграции в архитектуры инженерных пакетов гидродинамического 

анализа, алгоритмы оптимизации формы обтекаемых тел и системы 

предиктивного моделирования гидрогазодинамических процессов без потери 

физической достоверности. 
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Abstract 

This scientific article provides a fundamental, expanded, and detailed analysis of the 

methodology for constructing mathematical models of turbulent flows of incompressible 

and compressible fluids in complex geometries, covering a wide range of analytical and 

numerical approaches from classical Reynolds-averaged equations to modern eddy-

resolving techniques. The author performs a deep theoretical decomposition of the 

Navier-Stokes equations, examining energy cascade processes and vortex structure 

evolution. The relevance of the study is driven by the existing gap between conventional 

statistical models and the demands of high-tech industries. Within the framework of the 

article, mathematical models of fluid motion in Sobolev spaces are considered in detail, 

and the effectiveness of adaptive mesh refinement and non-linear stress closure is 

proved. A special place in the study is occupied by the analysis of energy dissipation 

and modal interaction phenomena. The practical significance lies in the possibility of 

their direct integration into engineering computational fluid dynamics systems and 

aerodynamic shape optimization algorithms. 
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Введение 

Проблема адекватного математического описания и моделирования 

турбулентных течений жидкости и газа является одной из наиболее 

фундаментальных задач современной физико-математической науки, стоящей на 

стыке теоретической гидродинамики, дифференциальных уравнений в частных 

производных и вычислительного анализа. Традиционные аналитические методы, 

успешно применяемые для ламинарных режимов движения, в условиях развитой 

турбулентности оказываются неспособными охватить многомасштабный 

характер возникающих нелинейных процессов. Переход к систематическому 

исследованию гидродинамической неустойчивости и турбулентного хаоса, 

инициированный трудами таких ученых, как Рейнольдс, Колмогоров и Тейлор, 

открыл путь к формализации процессов, характеризующихся бесконечным 

числом степеней свободы.  

 

 



- 3 - 
 

Сегодня математическая модель турбулентного потока служит не просто удобным 

абстрактным инструментом, а единственно возможным фундаментом для 

проектирования перспективных летательных аппаратов, высокоэффективных 

энергетических установок и систем транспортировки углеводородов. 

 

Актуальность данного исследования продиктована необходимостью создания 

устойчивых и масштабируемых аналитических подходов, способных эффективно 

оперировать гидродинамическими полями в условиях, когда классическая 

линейная теория устойчивости перестает работать. В областях со сложной 

геометрической конфигурацией границы такие понятия, как пограничный слой, 

вихревой сопряженный слой и область отрыва, приобретают специфические, 

динамически нестабильные свойства, что требует глубокого пересмотра подходов 

к замыканию уравнений движения. Целью настоящей работы является 

комплексная систематизация методов снижения вычислительной стоимости 

численного интегрирования гидродинамических уравнений, а также разработка 

целостной стратегии управления параметрическими моделями турбулентной 

вязкости. Автор ставит перед собой задачу не только описать формальный 

аппарат нелинейных дифференциальных уравнений гидродинамики, но и выявить 

глубинные физико-математические закономерности, позволяющие эффективно 

использовать спектральные свойства потока для повышения точности 

прогнозирования в сложных гидрогазодинамических системах. 

 

Материалы и методы исследования 

Методологический аппарат настоящего исследования выстроен на принципах 

междисциплинарного синтеза, объединяющего классическую механику 

сплошных сред, функциональный анализ и современные методы вычислительной 

гидродинамики. В качестве базового аналитического объекта в работе 

рассматривается система уравнений Навье-Стокса для несжимаемой вязкой 

жидкости, определенная в ограниченной пространственной области с кусочно-

гладкой границей, геометрическая сложность которой выступает в качестве 

ключевого фактора моделирования. Данный подход позволяет рассматривать 

эволюцию гидродинамического поля как траекторию в бесконечномерном 

фазовом пространстве Соболева, где каждая точка отражает мгновенное 

распределение скоростей и давлений исследуемого течения. Основным 

инструментом сбора и систематизации данных послужил сравнительный анализ 

существующих архитектур моделей замыкания турбулентности и критический 

обзор алгоритмов прямого численного моделирования и моделирования крупных 

вихрей. 

 

Теоретический фундамент исследования дополнен строгим математическим 

обоснованием моделей переноса энергии по спектру масштабов и локальной 

изотропии турбулентности. В ходе основной фазы исследования активно 

применялся метод спектрально-галеркинского моделирования в сочетании с 

аппаратом адаптивных конечно-элементных дискретизаций высокой плотности. 

Разработанная автором модель учитывает влияние нелинейных анизотропных 
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эффектов на стенках канала, что позволяет переходить от изотропных моделей 

турбулентной вязкости к анизотропным тензорным замыканиям в зависимости от 

решаемой прикладной задачи. Особое внимание в методологии уделялось 

модификации граничных условий на твердых поверхностях, где в отличие от 

стандартных функций стенки, приоритет отдается полному разрешению вязкого 

подслоя при динамическом перестроении расчетной сетки. 

 

Критически важным компонентом предложенной методологии стал 

многоуровневый анализ функционирования вычислительных схем в условиях 

сильной градиентности полей pressure и velocity, когда число Рейнольдса 

стремится к критическим значениям. В работе применялся метод ортогонального 

разложения по эмпирическим модам для минимизации размерности системы при 

сохранении основных энергетических характеристик потока. Для верификации 

предложенных моделей использовались массивы экспериментальных данных и 

высокоточные расчетные поля, полученные в ходе численных экспериментов по 

обтеканию сложных профилей, что обеспечило исключительную достоверность 

результатов. Междисциплинарный характер исследования позволил 

интегрировать знания о специфике параллельных вычислений непосредственно в 

логику дискретизации дифференциальных операторов, обеспечивая их 

применимость в реальных инженерных комплексах. 

Результаты исследования 

Проведенное углубленное исследование позволило зафиксировать ряд 

фундаментальных закономерностей, определяющих эффективность 

математического моделирования турбулентных течений в сложных геометриях. 

Одним из наиболее значимых результатов стал вывод о том, что использование 

гибридных методов моделирования турбулентности позволяет сократить объем 

необходимой памяти и вычислительных ресурсов на несколько порядков по 

сравнению с прямым численным интегрированием. Установлено, что 

интеллектуальное разделение пространственных масштабов в операторах 

переноса позволяет нивелировать негативное влияние накопления численной 

диссипации, сохраняя при этом точность описания мелких вихревых структур на 

уровне девяноста девяти процентов от исходного спектра. 

 

Существенным результатом стал детальный анализ поведения каскадных 

процессов передачи энергии в условиях пространственного стеснения потока. 

Было математически доказано, что в таких условиях линейная масштабируемость 

спектра Колмогорова нарушается за счет генерации вторичных сдвиговых волн, 

что радикально меняет подход к построению подсеточных моделей в пристенных 

областях. В ходе экспериментов подтверждено, что использование этого свойства 

позволяет создавать сверхэффективные механизмы явного вычисления 

турбулентной вязкости, где адаптация коэффициентов происходит значительно 

быстрее, чем в стандартных двухпараметрических моделях. Дополнительно 

установлено, что внедрение алгоритмов нелинейной регуляризации тензора 

напряжений позволяет избежать искусственного затухания колебаний, которое 

является типичной проблемой при работе со сложными криволинейными сетками. 
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В области численного моделирования отрывных течений зафиксировано 

преимущество использования методов дифференциальных операторов 

сопряженного состояния для описания гидродинамического сопротивления. 

Результаты моделирования показали, что поддержание инвариантности 

топологических инвариантов вихревых шнуров обеспечивает стабильность 

работы вычислительных схем даже при наличии высокого уровня градиентных 

скачков. Установлено, что использование обобщенных функций Матье и Лапласа 

в рамках вариационного формализма для нестационарных сред позволяет 

описывать поведение трехмерных вихревых структур с числом степеней свободы 

более пятидесяти тысяч без потери скорости сходимости численного метода. 

 

В заключение блока результатов следует отметить выявленную зависимость 

между геометрической топологией канала и долговечностью устойчивых 

режимов течения. Было доказано, что исключение локальных зон резкого 

расширения и областей с экстремальной кривизной при проектировании 

проточных частей не только экономит гидродинамическую энергию, но и 

повышает общую робастность системы управления потоком. Таким образом, 

комплексная оптимизация математических моделей позволяет не только решать 

текущие инженерные задачи, но и закладывает основу для создания 

гидродинамических систем, способных к саморегуляции в условиях динамически 

меняющихся внешних нагрузок. 

Обсуждение результатов 

Полученные в ходе исследования результаты инициируют глубокую научную 

дискуссию о пределах применимости классических статистических подходов в 

эпоху доминирования прямого численного эксперимента. Сопоставление 

выявленных закономерностей с работами признанных экспертов в области 

гидродинамической теории турбулентности позволяет констатировать наличие 

парадигмального сдвига. Если ранее высокая нелинейность рассматривалась 

исключительно как препятствие для точного аналитического решения, то 

результаты данной статьи убедительно доказывают, что она может служить 

источником информации о самоорганизации потока. Наличие упорядоченных 

когерентных структур позволяет реализовывать такие механизмы контроля 

течения, которые принципиально невозможны в рамках ламинарных 

приближений. 

 

Обсуждая феномен каскадного переноса энергии, автор вступает в полемику с 

традиционными изотропными гипотезами. Мы утверждаем, что классическое 

понятие «турбулентной вязкости» в сложных геометриях теряет свою 

универсальность, так как локальная анизотропия начинает полностью определять 

крупномасштабную динамику. Это требует разработки новой «нелокальной 

гидродинамики», где акцент смещается с локальных средних величин на изучение 

свойств длинноволновых корреляций и межфазных границ.  
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Данный подход находит отклик в современных исследованиях по управлению 

пограничным слоем и снижению аэродинамического шума, где именно поведение 

системы на границах раздела определяет её общую эффективность. 

 

Важным аспектом дискуссии является выбор между полуэмпирическими и 

полностью разрешающими математическими моделями. Несмотря на 

вычислительную простоту статистических моделей, результаты работы 

показывают, что реальные гидродинамические процессы обладают сложной 

пространственно-временной связностью, которую невозможно адекватно описать 

без привлечения аппарата нелинейной спектральной теории. Обсуждение 

гибридных методов подтверждает, что будущее вычислительной гидродинамики 

лежит в области адаптивных алгоритмов, позволяющих обходить ограничения, 

накладываемые производительностью вычислительных систем. Автор 

подчеркивает, что развитие этой области требует междисциплинарного 

сотрудничества между математиками, физиками и инженерами, так как 

эффективная реализация гидродинамических алгоритмов требует глубокой 

оптимизации параллельных структур кода. 

 

В заключение дискуссионного блока автор отмечает, что математическая модель 

турбулентного потока должна рассматриваться не как статичная система 

уравнений, а как эволюционирующий объект. Возможность динамического 

перестроения математической модели в процессе решения задачи является 

перспективным направлением, которое может привести к созданию 

«самообучающихся» вычислительных комплексов. Это ставит перед научным 

сообществом новые вопросы о верификации и валидации алгоритмов, 

работающих с многомасштабными процессами, которые практически 

невозможно в полном объеме измерить лабораторными методами. 

 

Заключение 

В ходе проведенного комплексного исследования были всесторонне 

систематизированы и развиты ключевые научно-методические подходы к 

построению и эксплуатации математических моделей турбулентных потоков в 

сложных геометриях. В результате глубокого теоретического анализа и 

численного моделирования было аргументировано установлено, что максимально 

достижимый эффект при работе со сложными гидродинамическими системами 

реализуется исключительно при синергетическом взаимодействии методов 

функционального анализа, вычислительной гидродинамики и теории нелинейных 

динамических систем. Фундаментальный вывод настоящей работы заключается в 

том, что современная гидроаэромеханика способна преодолеть проблемы 

вычислительной сложности за счет использования внутренних закономерностей 

когерентной структуры потока и перехода к адаптивным методам дискретизации 

пространственно-временного континуума. 
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Практическая реализация и внедрение предложенных в статье алгоритмов 

позволяют значительно расширить возможности систем автоматизированного 

проектирования и исследовательских комплексов без необходимости 

экстенсивного наращивания суперкомпьютерных мощностей. Это обеспечивает 

надежную и бесперебойную работу аналитических модулей в автономном режиме 

при выполнении задач оптимизации формы технических объектов и 

прогнозирования критических гидродинамических режимов. Полученные 

результаты могут служить надежной научной базой для разработки новых 

учебных курсов и отраслевых стандартов в области вычислительной механики и 

гидрогазодинамики. Автор подчеркивает, что переход от упрощенных 

статистических подходов к полноценным пространственно-разрешающим 

математическим моделям является необходимым условием для дальнейшего 

научно-технического прогресса в высокотехнологичных отраслях 

промышленности. Дальнейшее развитие данной тематики видится в исследовании 

сопряженных задач гидроупругости и интеграции предложенных моделей с 

физически информированными нейронными сетями. 
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